8§ 9 Gravitation

9.1 Das geozentrische Weltbild:

Avristoteles (384-312 v. Chr.) entwickelte die Sphérentheorie. Danach umschliel3en die
feste Erde der Reihe nach die Spharen des Wasser, der Luft, des Feuers, des Mondes,
des Merkurs, der Venus, der Sonne, des Mars, des Jupiter, des Saturn und der
Fixsterne. Dabei drehen sich die Spharen von Sonne Mond und Planeten einmal
taglich auf einer festen Kreisbahn und mit konstanter Geschwindigkeit um eine feste
Achse. (Problem: Planetenbewegungen konnten so nicht hinreichend erklart werden.)
Ptolemdus (85-160 n. Chr.) schuf die Epizykeltheorie. Dabei bewegen sich die
Planeten auf Kreisen (,,Epizykeln®), deren Mittelpunkte auf Kreisbahnen
(,,Deferenten) liegen.

Tycho Brahe (1546-1601) ist der letzte bedeutende Verfechter des geozentrischen
Weltbilds.

9.2 Das heliozentrische Weltbild:

Der griechische Philosoph Aristarch (280 v. Chr.) hatte die revolutionare Idee, dass
die Sonne der Mittelpunkt des Weltsystems ist und die Erde sich um die Sonne
bewegt. (Es gelangen ihm auch Abschatzungen tber die Entfernungs- und
GroRenverhaltnisse von Erde, Mond und Sonne)

Nikolaus Kopernikus (1473-1543) hat das heliozentrische Weltbild neu begriindet. Die
Beschreibung der Planetenbewegung wurde dadurch stark vereinfacht. Trotzdem
herrschte zwischen Rechnung und Beobachtung keine Ubereinstimmung.

Johannes Kepler (1571-1630) wertete die Messergebnisse von Tycho Brahe beziglich
der Marsbahn aus und folgerte, dass sich der Mars auf einer Ellipsenbahn um die
Sonne bewegt. Des weiteren folgerte er noch weitere GesetzmaRigkeiten (siehe spater)
Newton fand das Grundgesetz, das die Dynamik der Himmelsbewegung erklart.
Galileo Galilei (1564-1642) konnte mit Hilfe seiner Beobachtungen (durch ein
Fernrohr) das heliozentrische Weltbild stiitzen und weitere Himmelsentdeckungen
machen (Jupitermond, Phasenwechsel der VVenus).

Die katholische Kirche kannte das heliozentrische Welthild erst im Jahre 1992 an.

9.3 Die Kepler'schen Gesetze
1. Kepler'sche Gesetz:  Die Planetenbahnen bewegen sich auf Ellipsen, in deren
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gemeinsamen Brennpunkt die Sonne steht.
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2. Kepler'sche Gesetz:  Der von der Sonne zum Planeten gezogene Ortsvektor tberstreicht
in gleichen Zeiten gleich Flachen. (Flachensatz)

Folgerung: Im sonnennéchsten Punkt (Perihel) bewegt sich ein Planet schneller als im

sonnenfernsten Bahnpunkt (Aphel)

Planet

\At

At -
Sonne

3. Kepler'sche Gesetz:  Die Quadrate der Umlaufzeiten T zweier Planeten verhalten sich
wie die dritten Potenzen der groRen Bahnhalbachsen.

2 3 2 2
LN i

Cs (Keplerkonstante)

T2 3 3 3
Tz a, a4 a,

\Tz
Planet 2

Berechne die Keplerkonstante fiir das System Sonne-Erde und das System Erde-Mond!
Sonne-Erde: T=2365,26d: r=1AE =149,6-10° km

_T? _(365,26-24-3600s)’
TP (149,610°m)
Erde-Mond: T=27,3d; r=3,84-10°km
T2 (27,3-24-3600s)°

Ce=—= ——~9,83.107 25
(3,84~108m)

~2,975:10° <

r
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Aufgaben:

1.

Uberpriife die Gultigkeit des 3. Kepler’schen Gesetzes anhand der Daten folgender
Tabelle

Merkur | Venus |Erde |Mars |Jupiter
Umlaufzeit T ind 87,97 |224,70| 365,26 | 686,98 | 4332,7
. Radius“in 10° km | 57,91 | 108,2 | 149,6 |227,94|778,33

2

2
in107°>_ | 2,975 | 2.975 | 2,975 | 2.9748|2,9720

r m?

C,=

Die Keplerkonstante Cg ist fiir alle Planeten in unserem Sonnensystem gleich grof.

2.

Berechne die Umlaufdauer des Saturns, wenn dessen mittlerer Bahnradius ry =9,54 AE
betragt. (1 AE Astronomische Einheit ist die Entfernung der Erde von der Sonne und
betragt 149,6-10° km)

2
CS=T— = T°=C,-r

3 S

.
= T=\c,r =\/2,97-10-19;—1.(9,54-149,6-109m)3 ~29,5a

Berechne die Bahngeschwindigkeit des Pluto, wenn seine Umlaufdauer T =248a
betrégt.

T2
2:3— -1
s 2-rm Cs 2.7
v=== = =
T T YT -Cq
2.7

V= _ ~ 4,74k
3[248-365-24-36005-2,97-107 <
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9.4 Das Gravitationsgesetz

Betrachtet man nun die Bewegung der Erde um die Sonne und idealisiert deren Bahn nahezu
als Kreisbahn, so wirkt auf die Erde eine Zentripetalkraft.

Es gilt also:

r=—mr (1) mitcozz_l_—7t

Fur die Umlaufdauer T folgt aus dem 3. Kepler'schen Gesetz:

T2 2 3
r_3:CS = T =CS-I’ (2)

Setzt man (2) in (1) ein, so folgt:

4’ 4’
e

S

4’
mr =——.
CS

“’\’l 3

(3)

Diese Kraft wird also vom Zentralgestirn (Sonne) auf den umkreisenden Kaorper (Erde)
ausgeubt. Nach dem 3. Newton’schen Gesetz (ibt aber dieser eine ebenso grofe, aber
entgegengerichtete Kraft auf das Zentralgestirn aus. Daraus schloss Newton, dass in der
Gleichung der Kraft auch die Masse des Zentralgestirns enthalten sein muss. Dazu erweitert

man die rechte Seite der Gleichung (3) mit der Masse M des Zentralgestirns.
_ An? . M-m
Z Ci-M 1
Da die Zentripetalkraft bei der Planetenbewegung und die Kraft, die einen fallenden Stein

beschleunigt die gleich Ursache haben (beide Kdrper ziehen sich auf Grund des
Wechselwirkungsprinzip gegenseitig an), nennt man diese Kraft auch Gravitationskraft F; .

Es gilt:

M-m (Gravitationsgesetz von
r? Newton (1686))

3
=6,67-10"
Cs-M kg-s
Erst 70 Jahre nach Newtons Tod konnte Henry Cavendish (1731-1810) im Jahr 1798
experimentell die Gravitationskonstante ermitteln. (Cavendish-Drehwaage)

mit der Gravitationskonstanten G = An

Newton berechnete allerdings zunéchst die Zentralbeschleunigung a,, des Mondes auf seiner
Bahn um die Erde.

2 2
By, = Fay @ = Ty & —0,384403-10° M- 4n _=2,72.10° 2
Th (27,32-24-3600s) :
Das ist aber gerade der 3600ste Teil der Fallbeschleunigung, also
By = = : g= e g= e g= i9
M 3600 3600 3600r] (60r, )2 2y
dabei ist r.,, der mittlere Abstand Erde-Mond.
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Somit folgt:

Also:

was auch im Gravitationsgesetz schon gilt.

Verallgemeinerung des Gravitationsgesetzes auf beliebige Massen m; und m, im Abstand r
(r ist dabei der Mittelpunktsabstand der Korper mit den Massen m, und m,)

Fio=-G-

Fro ist die Kraft der Masse m, auf die Masse m, .
Fa ist die Kraft der Masse m, auf die Masse m, (Gegenkraft).
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9.5 Anwendung des Gravitationsgesetzes

9.5.1 Berechnung der Masse und der mittleren Dichte der Erde
Nachdem Cavendish die Gravitationskonstante G bestimmt hatte, konnte er auch die
Erdmasse berechnen.
Die Gewichtskraft eines beliebigen Korpers auf der Erde ist gleich der Gravitationskraft, mit
der die Erde diesen Korper auf der Erdoberflache anzieht. Da die Erde als Massenpunkt
betrachtet wird, ist der Erdradius der Abstand beider Korper.
Es gilt:

Gewichtskraft = Gravitationskraft
mg-m

2
I’E

m.ng.

g2 9,812.(6,37.10°m)’
G 66710

_m-
kg-s?

mg = ~5,97-10* kg

Berechnung der mittleren Dichte:

- 102

oc :%:4”“5 __ 59710 6k93 ~5,51.10° 4 =551
e 3T 4.(6,37-10°m) n

9.5.2 Berechnung der Masse der Sonne

Da die Bewegung der Erde um die Sonne nahezu eine Kreisbahn ist, muss auf die Erde eine
Zentripetalkraft als resultierende Kraft wirken. Diese Zentripetalkraft wird durch die
Gravitationskraft der Sonne erzeugt.

FZ:FGr
Moty =G mrEzmS
SE
41 m
~ r.=G—=
TZ SE rSZE
2.3 4n?-(149,6-10°m)’
_AnTerg T ( 19 m)

_ ~1,98-10%kg

S

G-T®  6,67:10™ (365,26 24-3600s)

Bemerkung: Der Abstand Sonne-Erde kann aus dem 3. Kepler’schen Gesetz ermittelt werden, wenn die
Umlaufdauer der Erde bekannt ist.

Kennt man nun die Masse der Sonne, so braucht man lediglich noch den Radius der Sonne um
den Ortsfaktor der Sonne zu berechnen.

Der Sonnenradius betragt r; = 695,8-10°m

Gewichtskraft, .. = Gravitationskraft
mq-m

— S

m-gs=G-—=

S

G-m
g =—F>=..~ 2730
r S
S
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Fur die mittlere Dichte der Sonne folgt:
ps =1,40-%

9.5.3 Satellitenbahnen
Welche Geschwindigkeit muss ein Satellit haben, damit er sich in einer H6he h Uber der
Erdoberfléche auf einer Kreisbahn bewegt.

Z=FGr
Vv° msm
=G
V2=GmE r=r.+h
r
_ Gmg (l)
r-+h
Fur seine Umlaufdauer folgt dann:
3
wzx — Ez v T=M—2n- (rE+h)
r T r.+h v G-mg

Satelliten, die sich jederzeit Giber dem gleichen Ort auf der Erde bewegen nennt man
geostationare Satelliten.
Diese befinden sich in der Aquatorebene, haben eine Umlaufdauer von T =24h und die

gleiche Rotationsrichtung wie die Erde.

Welche Hohe gegenuber der Erdoberflache haben diese Satelliten?
(ro+h)’ - T2 (g +h) T?-G-m;
G-m. 4> G-mg 4r’

2
= =g S Me - <35,9.10%m
dn

Seine Geschwindigkeit betragt: v = 3,1

T=2n = (rE+h)3=

Wirde man einen Satelliten an der Erdoberflache kreisen lassen, so musste dieser nach (1)

mit h =~ 0 die Geschwindigkeit
v= [CMe - 70 (2)
rE

haben. Diese Geschwindigkeit nennt man auch die 1. kosmische Geschwindigkeit.

Zeige, dass fur die 1. kosmische Geschwindigkeit auch gilt:

v= g
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An der Erdoberflache qilt:
Gewichtskraft = Gravitationskraft

ms'g=G'mE 'st
r.E
m. = g-Iz (3)

=G
Setzt man nun (3) in (2) ein, so folgt:

v=./rg (1. kosmische Geschwindigkeit)
Oder auch (einfacher):

F, =F,

2
m— =mg

E
v=r.-g
Wie lange dauert es bis die Masse einmal um die Erde geflogen ist?

Ist vV, = J@ dann fallt der Flugkorper auf einer Parabelbahn zur Erde. Fur

7,94 <v <11,2%0 ymkreist er die Erde auf einer Ellipsenbahn. Hat ein Flugkorper die
Geschwindigkeit v >11,2% "dann verlasst er auf einer Hyperbelbahn den Anziehungsbereich
der Erde.

Die Geschwindigkeit v, =11,2* heif3t deshalb auch Fluchtgeschwindigkeit oder zweite
kosmische Geschwindigkeit.
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9.5.4 ,,Gravitationsfreier“ Punkt zwischen zwei Korper

Im Rahmen des Apollo-Programms war es Ziel der amerikanischen Raumfahrtbehdrde NASA
als erste Nation Menschen auf den Mond zu bringen.

Dazu musste aber eine Raumféhre auf ihrem Weg von der Erde zum Mond mindestens den
Punkt erreichen ab dem dann die Anziehungskraft des Monds groRer als die Anziehungskraft
der Erde ist.

In welcher Entfernung x von der Erde befindet sich der Punkt, in dem sich die
Gravitationswirkungen, die beide Himmelskorper aufeinander austiben, gerade aufheben?
Diesen Punkt nennt man den ,,gravitationsfreien Punkt.

Fea 10 F i
Erde Mond
0, O
X r—x
« >le >
« r >
Fir die Betrége der Krafte im ,,gravitationsfreien* Punkt gilt:
M-m m-m
I:Erde = G : 2 0 I:Mond = G ’ 02
X (r=x)
Da beide Krafte gleich sein mussen, folgt somit:
I:Erde = FMond
G.M'TO -G- m-m02
T (1-x)

M-(r—x)zzm-x2

M-(r* =2 +x*) =m-x?

Mr? —2Mrx + Mx? =m - x?
Mr? —2Mrx + Mx? —-m-x* =0
(M=m)-x*=2Mrx+Mr? =0

_2Mr+ JAMPP —4Mr* (M—m)  2Mr +/AM?r? — AMPr + AMmr?

& 2-(M-m) - 2-(M-m)
_2Mr++4Mmr? 2Mr+2r/Mm Zr(MJ_rva) _MzJyMm
-~ 2¢(M-m)  2((M-m)  2{(M-m)  M-m

Mit:
Erdmasse: M =5,97-10* kg
Mondmasse: m=7,35-10%kg
mittlere Entfernung Erde—Mond r=3,84-10°m

5,97-10%* kg /5,97 -10** kg - 7,35-10% k -10°
Xy = s \/24 : 2 J -3,84-10°m = h92 108 "
2 5,97-10" kg —7,35-10" kg 3,46-10°m
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Die erste Losung liefert einen Abstand, der groRer ist als die mittlere Entfernung zwischen
Erde und Mond. Somit liegt dieser Punkt rechts vom Mond. Hier sind zwar die Kréfte gleich
grol? aber auch beide gleich gerichtet.

Die zweite Losung ist hier die gesuchte Losung: Der ,,gravitationsfreie* Punkt befindet sich

also bei x =3,46-10° m, hier ist die resultierende Gravitationskraft, die auf den Probekdrper
wirkt null.
Der ,,gravitationsfreie® Punkt befindet sich somit knapp 36300 km tber der Mondoberfl&che

und 340.000km Uber der Erdoberflache.

Berechnen Sie den gravitationsfreien Punkte zwischen Sonne und Erde:
Sonnenmasse:: M =1,99-10% kg

Erdmasse: m=5,97-10* kg
mittlere Entfernung Sonne —Erde: r=1,496-10"m

© 1,99-10° kg ++/1,99-10° kg -5,97-10% kg

(1, 499.10" m)
X% 30 24
1,99-10%° kg —5,97-10* kg

1,493-10" m

-1,496-10" m ={

Rechnerisch etwas schneller geht auch folgende Umformung:

FErdezFMond
(r-x)
M~(r—x)2 x?

w5

Da hier nur die positive Losung der quadratischen Gleichung physikalisch sinnvoll ist, lautet

die Losung:
1+ fm
M

W. Stark; Berufliche Oberschule Freising 10
www.extremstark.de




Aufgaben:

4. Ein Wettersatellit soll die Erde in einem Tag genau 12-mal umkreisen. In welcher Hohe
muss er fliegen?
(1,69-10°%km)

5. Welche Geschwindigkeit muss eine Mondfahre habe, wenn sie den Mond nahe der
Mondoberflache umkreisen soll?

(1.68%)

6.0 Wahrend der Mondlandung der Landefdhre umkreiste der Kommandoteil von Apollo 11
den Mond mit der Geschwindigkeit 1,63** im Abstand 110 km von der
Mondoberflache.

6.1 Berechne die Masse und die Dichte des Mondes.

(7,37-10%kg; 3,3%)

6.2 Berechne die Hohe Uber dem Mondboden, in der die Gravitationskraft nur noch halb so
grof} ist wie an der Mondoberflache.
(720 km)

7.0 Bei gewissen Neutronensternen (Sterniiberreste aus extrem verdichteter Materie) konnte
nachgewiesen werden, dass sie in einer Zeit von T =1,0s ein Mal um ihre Achse
rotieren.

7.1 Berechnen Sie, welche Dichte ein solcher Stern mindestens haben muss, damit die
Materie an seiner Oberflache bei dieser schnellen Rotation nicht davonfliegt.

Es gilt:
I:Z = FGr
me’r =G Mzm
r
4n? M
R
e i _ M M 3
auBerdem gilt fur die Dichte des Planeten: p=v =-—- = M=3rmp
Frm
nun oben wieder eingesetzt:
LU §rmep
2 2
r
T
z-C ‘3P
_ 3n
PG
p= 3t _=1,4-10"%
6, 673-10‘“;‘—2-(1,03) "
g-s
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8.0 Im Jahr 1999 wurde der Kleinplanet ,,Ida“ entdeckt. Seine Abmessungen betragen ca.
56km-24km-21km. Er wird von einem winzigen kugelférmigen Mond (Durchmesser

dy =1,5km) in einer Entfernung von R =100km mit einer Umlaufzeit von T =22h

umrundet.
8.1 Berechnen Sie die Dichte des Kleinplaneten Ida und vergleichen Sie diese mit der Dichte
des Mondes. Was lasst sich daraus folgern!?

Es gilt:

4n? M
T2
auflerdem gilt fur die Dichte des Planeten: p = % = M=V-p

nun oben wieder eingesetzt:

4n’ V-p

E=3 =G =
2

4r’ -r°

p= 2

VGT

3
4r? -(100-10°m) -
p= ;=3,3-10° %
(56-10°m-24-10°m-21-10°m)-6,673-10 ** .™; - (22-3600s) "

m®
kg-s?

9.0 Astronomen gehen heute davon aus, dass sich im Zentrum unserer Milchstrale ein
schwarzes Loch befindet. Einer Forschungsgruppe gelang es, einen Stern auszumachen,
der in einer Zeit von T =15a um dieses Zentrum kreist. Die groRe Halbachse seiner
Umlaufbahn betrégt in etwa d =0,013LJ (Lichtjahre).

9.1 Berechnen Sie aus den Bahndaten dieses Sterns die Masse des schwarzen Lochs und
vergleichen Sie diese mit unserer Sonnenmasse.

10.0 Im Fruhjahr 2000 startete fur 5 Jahre das Champ-Projekt. Ziel dieses Projektes ist es,
mittels Satelliten die Geoidform der Erde auf einige Zentimeter genau zu bestimmen.
Gleichzeitig werden auch Messungen zum Gravitations- und Magnetfeld sowie zum
elektrischen Feld der Erde durchgefiihrt. Zu Beginn der Messungen wird der Satellit in
eine Hohe von h, =470km (ber der Erdoberflache gebracht.

10.1 Berechnen Sie die Bahngeschwindigkeit v, des Satelliten in der Hohe h, .
10.2 Ermitteln Sie die Zeit T,, die der Satellit fiir eine volle Umkreisung der Erde bendtigt.

10.3.0 Durch die Reibung an der diinnen Atmosphére verliert der Champ-Satellit immer mehr
an Hohe. Dieser Hohenverlust schadet dem Projekt allerdings nicht. Nach 5 Jahren hat
der Satellit immer noch eine Hohe von h, =300km.

10.3.1 Berechnen Sie fiir die neue Bahn die Bahngeschwindigkeit v, und die Umlaufzeit T, .

10.3.2 Vergleichen Sie die beiden Bahngeschwindigkeiten und finden Sie eine Erklarung fur
dieses Phanomen.
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11.0 Das Hubble-Space-Teleskop umkreist die Erde in einer mittleren Héhe von
h =593km.

11.1 Berechnen Sie die Zeit T, (siderische Umlaufzeit) fur eine vollstandige Umrundung
der Erde.

11.2  Ein Beobachter erblickt senkrecht tber sich das Hubble-Space-Teleskop. Berechnen
Sie die Zeit T, (synodische Umlaufzeit), die verstreicht bis der Beobachter den

syn
Satelliten erneut senkrecht tber sich erblickt.
Hinweis: Die Erde bendtigt fur eine 360°-Drehung um ihre Achse eine Zeit von
T. =86.164s. Das Teleskop hat die gleiche Drehrichtung wie die Erde und der

Beobachter befindet sich in der Kreishahnebene des Satelliten.
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